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1   Einleitung 

Einige Wissenschaf t ler sehen in den Erkenntnisse der Chaosforschung eine ähnliche Revo-

lut ion f ür die Mathemat ik w ie f ür die Physik in der Quantenmechanik, ja eine neue w issen-

schaf t liche Denkw eise. Andere w arnen davor, die Chaosforschung, deren Anfänge „ erst “ 

ungefähr einhundert Jahre zurückliegen, überzubew erten. 

Unumst rit t en ist , dass Bilder f raktaler Mengen einen starken ästhet ischen Reiz ausüben 

und so nicht nur bei Mathemat ikern reges Interesse f inden. Auch Menschen, die der Ma-

themat ik f ernstehen, begeistert die f aszinierende Schönheit von Julia-Abbildungen und 

„ Apfelmännchen“ . Die Bemalung der Garderobeschränkchen im Erdgeschoß unserer Schule 

zum Beispiel bestät igt dies. 

Zu dieser Facharbeit 

Zunächst def iniert diese Facharbeit einige grundlegende Begrif f e, die f ür die Beschäf t igung 

mit dynamischen Systemen notw endig sind. Weit erhin behandelt sie das Feigenbaum-

Diagramm und die Juliamengen als Beispiele f ür chaot ische dynamische Systeme. Sie ist 

„ nur“ als eine Einführung in eine am Anfang stehende, aber dennoch sehr interessante und 

umfangreiche Wissenschaf t zu verstehen. Die darin erläutert en Erkenntnisse halt en sich 

daher leicht verständlich und in gew isser Weise oberf lächlich. 

Die Kenntnis der komplexen Zahlen w ird als bekannt vorausgesetzt . 

Im Abschnit t 2 w erden die w icht igsten Begrif f e, die f ür die Behandlung von dynamischen 

Systemen notw endig sind, def iniert . Im Abschnit t 3 w ird dann das Feigenbaum-Diagramm 

am Beispiel von fa(x) = ax(1-x) abschnit t sw eise erläutert . Der Abschnit t 4 schließlich be-

schäf t igt sich mit den Grundlagen der Juliamengen, nämlich deren Def init ion, Eigenschaf -

t en, und Zusammenhang mit der unter dem Name „ Apfelmännchen“ bekannten Mandel-

brotmenge. 

Die Abbildungen zu Feigenbaum-Diagramm und Juliamengen ent standen mit einer verän-

derten Version der Programme FEIGEN.PAS und JULIA.PAS, die zusammen den prakt i-

schen Teil dieser Facharbeit darstellen und im Anhang A näher erläutert w erden. 

Wozu dynamische Systeme? 

Die Ästhet ik f raktaler Abbildungen ist natürlich nur ein Aspekt . Dynamische Systeme w er-

den in der Chaos-Theorie, einem neuen Zw eig der Naturw issenschaf t en, dazu verw endet , 

komplexe und unvorhersehbare Zusammenhänge zu beschreiben und besser zu verstehen. 
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Von zw ei beliebig nahen Punkte der komplexen Zahlenebene kann einer zu einer Juliamen-

ge gehören und der andere nicht . Das heißt , ein und dieselbe It erat ionsvorschrif t hält den 

einen Punkt gefangen, w ährend sie den anderen ins Unendliche f liehen lässt . Genauso 

kann in der Natur eine sehr geringfügige Änderung des Ausgangszustands sehr unter-

schiedliche und mitunter sehr große Ausw irkungen auf das Ergebnis haben. Ein viel zit ier-

t es Beispiel ist der Flügelschlag eines Schmet terlings in Aust ralien, der in Europa einen 

Sturm auslösen könnte. 

Die Chaos-Theorie ist f ür prakt isch alle Naturw issenschaf t en nüt zlich. So ist f ür die Meteo-

rologen zum Beispiel die Veränderung der Wet terlage nicht mit rein mathemat ischen Mit -

t eln berechenbar, Biologen können die Veränderung von Umw elt indikatoren nicht hundert -

prozent ig vorhersehen, und Gesellschaf t smodelle von Soziologen geben tat sächliche Ent -

w icklungen im Voraus nie ganz genau w ieder. Jede Wissenschaf t , die sich mit komplexen 

Zusammenhängen beschäf t igen muss, ist auf Modellvorstellungen angew iesen. 

Natürlich w erden mit der Chaos-Theorie unvorhersehbare Zusammenhänge nicht plöt zlich 

vorhersehbar, aber sie bietet ein einfach (nämlich mit Hilf e eines Computers) zu simulie-

rendes Modell und zeigt außerdem Gemeinsamkeit en auf unter den Wissenschaf t en, die 

sich mit scheinbar ganz unterschiedlichen Problemen auseinanderset zen müssen. 

2   Begriffe 

Einige grundlegende Begrif f e w erden in diesem Kapit el geklärt . Diese Def init ionen f inden 

sich auch in [1 ] S. 13. 

2.1   Orbit 

Sei f eine reelle Funkt ion f: S → S mit S ⊆ IR. f n(x) heißt dann n-te It eriert e von x, w obei 

f 0(x) = x, f 1 = f(x), f 2 = f(f(x)) usw . bezeichne. 

Die Folge von It eriert en x nennt man Orbit des Punktes x:  

Ox := { x, f(x), f 2(x), ... } 

bzw . Ox := { f n(x) | n ∈ IN0 } 
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x ∈ S w ird Startw ert genannt . Diese Folge lässt sich auch it erat iv beschreiben: 

xn+1 = f(xn) mit n ∈ IN0, 

und stellt ein eindimensionales diskretes System dar. 

Von Interesse bei der Analyse dynamischer Systeme ist das asymptot ische Verhalt en des 

Orbit s, also 
n

nf xlim ( ) . 

2.2   Fixpunkt 

Ein Punkt x heißt Fixpunkt bzw . Ruhepunkt , f alls gilt : f(x) = x. Ein Punkt x heißt periodi-

scher Punkt oder Fixpunkt der Periode k, f alls gilt : f k(x) = x. 

Ein Fixpunkt x heißt At t raktor bzw . anziehender oder stabiler Fixpunkt , f alls gilt : 

| (fk)´(p) | < 1. Es gibt dann eine Umgebung Uδ (x), so dass f ür alle y ∈ Uδ (x) gilt : 

lim ( )
n

nf x x . 

Ein Fixpunkt x heißt Repellor bzw . abstoßender oder instabiler Fixpunkt , f alls gilt : 

| (fk)´(p) | > 1. Es gibt dann eine Umgebung Uδ (x), so dass f ür alle y ∈ Uδ \ {x} ein n0 ∈ IN e-

xist iert mit f n(x) ∉ Uδ(x) f ür alle n ≥ n0. 

2.3   Flucht- und Gefangenenmenge 

Als Fluchtmenge Fc bezeichnet man die Menge aller Zahlen, deren Bet rag bei der It erat ion 

fc
n mit n → ∞ ins Unendliche w ächst („ f lieht “ ): 

Fc = { z0 | lim ( )
n

c
nf z

→∞
= ∞0 } 

Die Gefangenenmenge Gc ist genau das Komplement der Fluchtmenge Fc: 

Gc = { z0 | z0 ∉ Fc } 
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3   Das Feigenbaum-Diagramm am Beispiel von fa(x) = ax(1-x) 

3.1   Das Feigenbaum-Diagramm 

Eine w icht ige Graf ik im Bereich der dynamischen Systeme ist das Feigenbaum-Diagramm, 

das nach seinem „ Entdecker“ , dem Physiker Mit chell Feigenbaum, benannt ist . Es stellt die 

anziehenden Fixpunkte (At t raktoren) von eindimensional diskreten Systemen fa(x) in Ab-

hängigkeit des Parameters a dar. 

 

Abbildung 1: Das Feigenbaum-Diagramm 

Im Bereich a ∈ [1;3[ exist iert of f enbar nur ein At t raktor. Für a ∈ [3;3,449[ aber w ird dieser 

zum Repellor, und es ent stehen aus ihm zw ei neue anziehende Fixpunkte der Periode 2. 

Dieses Phänomen der Periodenverdopplung set zt sich im Bereich a ∈ [3,449;3,5699[ f ort . 

Für a ≥ 3,5699 schließlich stellt sich Chaos ein. Diese vier Bereiche sollen im folgenden nä-

her bet rachtet w erden. 

3.2   Der Bereich a 

 

[1;3[ 

Die Bedingung für einen Fixpunkt ist fa(x) = x, hier also ax(1–x) = x ⇔ x(–ax+a–1) = 0. Die 

beiden Lösungen dieser quadrat ischen Gleichung lauten x1 = 0 und x
a

a2

1= −

 

(mit a ≠ 0). 

Sie w erden in fa´(x) = –2ax + a eingesetzt , um die Art der Fixpunkte f est zustellen. 

fa´(0) = a 

Da nur der Bereich a ∈ ]1;3[ bet rachtet w ird, gilt : | fa´(x1) | > 1. x1 ist also Repellor. 
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f a a aa
a

a′ = − − + = − +−( ) ( )1 2 1 2 

Da nur der Bereich a ∈ ]1;3 [ bet rachtet w ird, gilt : | fa´(x2) | < 1. x2 ist also At t raktor. 

Der Fall a = 1 muss gesondert bet rachtet w erden; hier exist iert nämlich nur ein Fixpunkt 

x = 0. 

3.3   Der Bereich [3;3,449[ 

Die beiden Fixpunkte x1 = 0 und x
a

a2

1= −

 

aus 3.2 exist ieren f ür a ∈ [3;3,449[ w eit erhin. x1 

bleibt Repellor: | fa´(x1) | = | a | > 1. x2 w ird allerdings auch zum Repellor: | fa´(x2) | = 

| –a + 2 | > 1 f ür x > 3. 

Dafür ent stehen zw ei neue anziehende Fixpunkte der Periode 2. Man spricht von Perioden-

verdopplung. Es muss gelt en fa
2(x) = x, also a(ax(1-x))(1-ax(1-x))-x = 0. 

− + − + + − =a x a x a a x a x3 4 3 3 2 3 2 22 1 0( ) ( ) 

Die erste bekannte Nullst elle x1 = 0 ermöglicht das Ausklammern des Faktors x: 

x a x a x a a x a( ( ) ( ))− + − + + − =3 3 3 2 3 2 22 1 0 

Die zw eit e bekannte Nullst elle x a
a2

1= − ermöglicht das Ausklammern des Faktors x a
a− −1 : 

x x a x a a x a aa
a( )( ( ) ( ))− − + + − + =−1 3 2 3 2 2 0 

Die Faktoren von x und x a
a− −1 lief ern die beiden schon bekannten Fixpunkte. Interessant 

sind nun die Lösungen von –a3x2+(a3+a2)x–(a2+a) = 0: 

x
a a a

a3,4

21 2 3

2

 

Auf den Bew eis, dass | (fa
2)´(x3,4) | < 1 f ür x ∈ [3;3,449[ und somit x3,4 A t t raktoren sind, w ird 

hier auf Grund der Komplexit ät bew usst verzichtet . 

Die linke Seit e (a = 3) muss auch hier w ieder gesondert bet rachtet w erden. Hier exist iert 

nur ein At t raktor x = 2
3 . 

3.4   Der Bereich [3,449;s [ 

Die Periodenverdopplung set zt sich f ür a ≥ 3,449 nach demselben Schema fort : Die vorher 

m anziehenden Fixpunkte der Periode m w erden abstoßend, und es ent stehen 2m neue an-

ziehende Fixpunkte der Periode 2m. Der Rechenaufw and, um die Fixpunkte analyt isch zu 

best immen, steigt von Periodenverdopplung zu Periodenverdopplung (man muss jew eils ein 
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Polynom 2m-t en Grades lösen), so dass der Einsat z des Computers und die numerisch-

graf ische Lösung sinnvoll w ird. 

Das Verhält nis der Abstände dk einer Periodenverdopplung zur nächsten Periodenverdopp-

lung verhält sich ungefähr w ie δ zu 1 (Feigenbaum-Konstante δ ≈ 4,669202). Das heißt , 

die Abstände w erden kont inuierlich kleiner und st reben gegen 0. Daraus f olg, dass es einen 

Parameter a geben muss, auf dessen rechter Seit e die Äste des Baumes nicht w eit er 

w achsen können. Dieser Punkt exist iert t at sächlich. Man bezeichnet diesen Punkt a als 

Feigenbaum-Punkt a = s∞ ≈ 3,5699456. 

3.5   Der Bereich [s ; [ (Chaos) 

Der Bereich recht s des Feigenbaum-Punktes unterscheidet sich grundlegend von dem Peri-

odenverdopplungsbaum auf der linken Seit e. Es scheinen keine At t raktoren mehr zu exis-

t ieren, die Werte von fa
n(x) springen w ild durcheinander. Die Ordnung der Periodenverdopp-

lungen ist also dem Chaos gew ichen. (Der Begrif f Chaos soll hier nicht def iniert w erden.) 

Dass schon eine kleine Änderung des Parameters c an einer Stelle w eit hinter dem Komma 

den Übergang ins Chaot ische verursacht , bezeichnet man als sensit ive Abhängigkeit von 

den Ausgangsbedingungen. 

 

Abbildung 2: Feigenbaum-Diagramm in Bereich a ∈ [3,80;3,89] 

Bei der Bet rachtung des Bereichs a ∈ [3,80;3,89] erkennt man, dass mit t en im Chaos w ie-

der ein kleines, vert ikal gespiegelt es Feigenbaum-Diagramm exist iert . Schaut man sich die-

ses kleine Feigenbaum-Diagramm w ieder näher an, entdeckt man noch ein kleineres usw . 

Man nennt dieses Phänomen Selbstähnlichkeit . 
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4   Die Juliamengen 

4.1   Definition 

Die Juliamengen Jc sind die vom Parameter c abhängen Mengen aller komplexer Zahlen 

z ∈ C, f ür die fc: z → z2+c mit z, c ∈ C nicht best immt divergiert , also 

Jc = { z ∈ C | lim ( )
n

c
nf z

→∞
≠ ∞ } 

Die Mengen lassen sich graf isch darstellen, indem man jeden Punkt z ∈ Jc in der komplexen 

Zahlenebene eint rägt . 

 

Abbildung 2a: Jc mit c= 0 

 

Abbildung 2b: Jc mit c= -0 ,5+ 0,5 i 

 

Abbildung 2c: Jc mit c= i 

 

Abbildung 2d: Jc mit c= 0 ,1+ 0,75 i  

Anm.:

 

Teilw eise w ird auch nur die Grenze zw ischen Gefangenenmenge und Fluchtmenge, 

also hier die Grenze zw ischen dem schw arzen und w eißen Bereich, als Juliamenge be-

zeichnet . In dieser Arbeit soll der Begrif f Juliamenge jedoch f ür die Gefangenenmenge 

verw endet w erden. 

4.2   Die Juliamenge J0 

Die einfachste Juliamenge stellt J0 dar. Sie besteht lediglich aus einer Kreisscheibe mit 

dem Radius 1 um den Ursprung des Koordinatensystems. 
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Das ist leicht nachvollziehbar. Geomet risch bedeutet das Quadrieren einer komplexen Zahl, 

dass der Bet rag |z| auf die gew ohnte Weise quadriert w ird. Der Winkel arg z w ird ver-

doppelt . 

Da lim
n

n
z

→∞
= ∞ für |z| > 1, sind genau diejenigen komplexen Zahlen z mit |z| > 1, also diejeni-

gen Punkte außerhalb des Einheit skreises, nicht

 

Elemente der Juliamenge J0, da 

lim ( )
n

c
nf z

→∞
= ∞ für diese z. 

4.3   Symmetrie 

Satz. Jede Juliamenge Jc ist punkt symmet risch bezüglich des Ursprungs. 

Beweis. 

Sei z ∈ Jc mit z = x+iy. Es muss gelt en: lim ( )
n

cf z
→∞

≠ ∞ . 

Der Punkt -z liegt zu z punkt symmet risch bezüglich des Koordinatenursprungs: 

-z = -(x+iy)=-x+i(-y). 

Nach der ersten It erat ion erhält man 

fc(-z) = (-z)2 + c = (-x-iy)2 + c = x2 + 2ixy - y2 + c = (x+iy)2 + c = z2 + c = fc(z). 

Für die w eit eren It erat ionen ergibt sich also 

fc
n(-z) = fc

n-1(fc(-z)) = fc
n-1(fc(z)) = fc

n(z) 

und somit auch 

lim ( ) lim ( )
n

c
n

n
c

nf z f z
→∞ →∞

− = ≠ ∞ . 

Aus z ∈ Jc f olgt daher -z ∈ Jc, d.h. jede Juliamenge Jc ist punkt symmet risch bezüglich des 

Koordinatenursprungs. 

4.4   Beschränktheit 

Satz. Die Juliamenge Jc ist beschränkt und liegt im Inneren des Kreies |z| = r(c) mit 

r(c) = max(|c|,2). 

Beweis. Für den Anfangsw ert z der It erat ion nehmen w ir an, dass 

|z| ≥ |c| (*) und |z| > 2 

erf üllt ist . Dann exist iert eine Zahl ε > 0 mit |z| = 2 + ε (**). Aus der Dreiecksgleichung 

(FSM, S. 12) f olgt 

|z2| = |z2 + c – c| ≤ |z2 + c| + |c| 
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Wenn man diese Ungleichung nach |z2 + c| auf löst , erhält man 

|z2 + c| ≥ |z2| – |c| 

|z2 + c| ≥ |z|2 – |c| 

Aus (*) f olgt : 

|z2 + c| ≥ |z|2 – |z| 

|z2 + c| ≥ (|z| – 1) |z| 

Aus (**) f olgt : 

|z2 + c| ≥ (1 + ε) |z| 

oder allgemein: 

|fc(z)| ≥ |z| 

Das heißt , dass bei jeder It erat ion der Bet rag von z mindestens um den Faktor 1 + ε > 1 

anw ächst . Daraus f olgt : lim ( )
n

c
nf z

→∞
= ∞ für |z| > max(|c|,2). 

Die komplexen Zahlen z mit |z| > max(|c|,2) gehören daher nicht zu der Juliamenge Jc. 

4.5   Zusammenhang mit der Mandelbrotmenge 

Die graf ische Darstellung der Mandelbrotmenge ist unter dem Namen „ Apfelmännchen“ 

sehr bekannt . Weniger bekannt ist der Zusammenhang zw ischen Mandelbrot - und Julia-

mengen. 

Die Mandelbrotmenge M ist die Menge aller komplexen Zahlen c ∈ C, f ür die fc(z)=z2+c 

nicht best immt divergiert , das heißt : 

M = { c ∈ C | lim ( )
n

c
nf

→∞
≠ ∞0 }. 

Die auf den ersten Blick ersicht liche Gemeinsamkeit ist die Funkt ionsvorschrif t der Funkt i-

on fc(z), die in beiden Fällen it eriert w ird. Bei den Juliamengen Jc w ird jedoch der Parame-

ter c vorgegeben, und die komplexen Zahlen z, f ür die die It erat ion nicht gegen Unendlich 

läuf t , sind deren Elemente, w ährend bei der Mandelbrotmenge M der Startw ert z0 = 0 vor-

gegeben w ird und die komplexen Zahlen c, f ür die die It erat ion nicht gegen Unendlich 

läuf t , deren Elemente sind. 

Ein w eit erer Zusammenhang ist f olgender: 

Satz. Für c ∈ M ist die Menge Jc zusammenhängend. Für c ∉ M dagegen zerfällt Sie in un-

endlich viele Teilkomponenten. 
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Auf den Beweis muss hier leider verzichtet w erden, da dieser sehr umfangreich ist . Die 

Abbildung 4 macht aber deut lich, w as gemeint ist . 

 

Abbildung 4 : Verschiedene Juliamengen Jc 

(aus: [1 ] , S. 214) 

Aus diesem Zusammenhang zw ischen Mandelbrot - und Juliamengen ergibt sich eine w eit e-

re Möglichkeit , M zu def inieren: 

M = { c ∈ C | Jc ist zusammenhängend }. 



13 

A   Die Programme FEIGEN.PAS und JULIA.PAS 

Als Anlage ist dieser Facharbeit eine Disket t e beigelegt . Auf dieser Disket t e bef inden sich 

unter anderem die Programme FEIGEN.PAS und JULIA.PAS, mit denen sich Feigenbaum-

Diagramm bzw . Juliamengen auf dem Bildschirm darstellen lassen. Die Graf iken dieser 

Facharbeit w urden mit einer w eit erentw ickelt en Version erstellt , die die Graf ikdaten mit 

einer deut lich höheren Auf lösung direkt in eine Datei schreibt . 

Die Programme w urden auf einem IBM-kompat iblen PC („ Marke Eigenbau“ ) erstellt . Die 

verw endete Programmiersparche ist Turbo Pascal 6 .0 f ür DOS. Voraussetzung f ür die 

Lauf f ähigkeit der Programme ist eine VGA-kompat ible Graf ikkarte sow ie die Datei EGAV-

GA.BGI, die sich ebenfalls auf der beigelegten Disket t e bef indet . 

1   Das Programm FEIGEN.PAS 

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

uses Crt, Graph; 
const xfrom : Real = 0; 
      xto   : Real = 1; 
var   Gdriver, GMode              : Integer; 
      afrom, ato, xstep, astep, x : Real; 
      a, n                        : Word; 
begin 
  repeat Write('kleinstes a: '); ReadLn(afrom); until (afrom>=1) and (afrom<4); 
  repeat Write('größtes a:   '); ReadLn(ato); until (ato>afrom) and (ato<=4); 
  GDriver := VGA; GMode := VGAHi; InitGraph(GDriver,GMode,'\'); 
  xstep := (xto-xfrom)/(GetMaxY+1); astep := (ato-afrom)/(GetMaxX+1); 
  for a := 0 to GetMaxX do begin 
    x := 0.5; 
    for n := 1 to 1000 do x := (a*astep+afrom)*x*(1-x); 
    for n := 1 to 200 do begin 
      x := (a*astep+afrom)*x*(1-x); 
      PutPixel(a,GetMaxY-Trunc((x-xfrom)/xstep),15); 
    end; 
  end; 
  repeat until KeyPressed; 
  CloseGraph; 
end. 

Das Programm beginnt mit der Auf f orderung zur Eingabe des Bereichs, f ür den das Feigen-

baum-Diagramm dargestellt w erden soll, und speichert Anfang und Ende des Intervalls in 

den Variablen afrom und ato. Mögliche Werte sind 1 bis 4 . Der eigent liche Algorit hmus 

ist die for-Schleif e in den Zeilen 12 bis 19, die f ür jede Bildschirmspalt e, also f ür jeden 

darstellbaren Wert f ür a, einmal durchlaufen w ird. Innerhalb dieser Schleif e w ird die It era-

t ion, start end bei x=0,5, 1000 mal durchgeführt (Z. 14). Erst die nächsten 200 It erat ionen 

w erden auf dem Bildschirm dargestellt (Z. 17). So ent steht auf dem Bildschirm ein Feigen-

baum-Diagramm bzw . ein Ausschnit t daraus. Das Programm w ird mit einer beliebigen Tas-

te beendet . 
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2   Das Programm JULIA.PAS 

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

uses Crt, Graph; 
var 
  GDriver, GMode                     : Integer; 
  xfrom, xto, xstep                  : Real; 
  yfrom, yto, ystep                  : Real; 
  cre, cim, zre, zim, zreneu, zimneu : Real; 
  n                                  : Byte; 
  x, y                               : Word; 
begin 
  repeat Write('kleinstes x: '); ReadLn(xfrom); until (xfrom>=-2.67) and (xfrom<2.67);

 

  repeat Write('größtes x:   '); ReadLn(xto); until (xto>xfrom) and (xto<=2.67); 
  repeat Write('kleinstes y: '); ReadLn(yfrom); until (yfrom>=-2) and (yfrom<2); 
  repeat Write('größtes y  : '); ReadLn(yto); until (yto>yfrom) and (yto<=2); 
  repeat Write('Re(c):       '); ReadLn(cre); until (Abs(cre)<=2); 
  repeat Write('Im(c):       '); ReadLn(cim); until (Abs(cim)<=2); 
  GDriver := VGA; GMode := VGAHi; InitGraph(GDriver,GMode,'\'); 
  xstep := (xto-xfrom)/(GetMaxX+1); ystep := (yto-yfrom)/(GetMaxY+1); 
  for x := 0 to GetMaxX do begin 
    for y := 0 to GetMaxY do begin 
      zre := x*xstep+xfrom; 
      zim := y*ystep+yfrom; 
      n := 0; 
      repeat 
        zreneu := zre*zre-zim*zim+cre; 
        zimneu := 2*zre*zim+cim; 
        zre := zreneu; 
        zim := zimneu; 
        Inc(n); 
      until (zre*zre+zim*zim>4) or (n=20); 
      if (zre*zre+zim*zim<4) then PutPixel(x,GetMaxY-y,15); 
    end; 
  end; 
  Write(#7); repeat until KeyPressed; 
  CloseGraph; 
end. 

Das Programm beginnt mit der Auf f orderung zur Eingabe des Bereichs, f ür das die Julia-

menge dargestellt w erden soll, und speichert die Grenzen der Intervalle f ür x und y in den 

Variablen xfrom, xto, yftom und yto, w obei x Re(z) und y Im(z) ent spricht . Es ist sinn-

voll, die Werte so einzugeben, dass sich ein Verhält nis 4 :3 ergibt , so dass die Abbildung 

am Bildschirm nicht verzerrt w ird. Der eigent liche Algorit hmus sind die verschachtelt en 

zw ei for-Schleif en in den Zeilen 18 bis 32, die f ür jedes Pixel, also f ür jeden darstellbaren 

Wert f ür z, einmal durchlaufen w erden. Innerhalb dieser Schleif en w ird die It erat ion 

zn+1 = z2 + c (aufgespalt en in Realt eil x und Imaginärteil y, Z. 24f ) so lange durchgeführt , bis 

z „ abhaut “ (d.h. sich außerhalb Kreises mit dem Radius 2 um den Ursprung bef indet ), 

höchstens aber zw anzig mal (Z. 29). Bef indet sich z dann immer noch innerhalb des Krei-

ses mit Radius 2 um den Ursprung, so w ird der ent sprechende Bildschirmpunkt w eiß dar-

gestellt (Z. 30). So ent steht auf dem Bildschirm eine Julia-Abbildung bzw . ein Ausschnit t 

daraus. Das Programm w ird mit einer beliebigen Taste beendet . 

Anm.:

 

In der Lit eratur w ird häuf ig der (schnellere) A lgorit hmus der Umkehrit erat ion ver-

w endet . Dieser hat aber den Nachteil, dass er nur den Rand der Juliamenge darstellt , und 
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diesen unter Umständen nicht einmal vollst ändig, da Zufallszahlen als Startw ert f ür die 

Umkehrit erat ion verw endet w erden. Der A lgorit hmus in JULIA.PAS dagegen ent scheidet 

f ür jeden einzelnen Bildschirmpunkt , ob er zur Juliamenge gehört oder nicht , und ist daher 

genauer. 

Anm.:

 
Auf der Disket t e bef indet sich außerdem eine benutzerf reundlichere Version JU-

LIA3.PAS, mit der die Ausw ahl des darzustellenden Bereichs mit Hilf e der Cursor-Tasten 

möglich ist . So lässt sich auf eindrucksvolle Weise immer w eit er in die Juliamenge „ hinein-

zoomen“ . Die Bedienung soll nicht hier erläutert w erden, sondern in der Datei JULIA3.TXT, 

die sich ebenfalls auf der beigelegten Disket t e bef indet . 
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